Espaces de Dirichlet généraux en analyse complexe  by Okada, Masami
JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 46, 39H10 (1982) 
Espaces de Dirichlet g6nkraux en analyse complexe 
MASAMI OKADA 
Department of Mathematics, Tahoku University, Sendai, Japan 
Communicated by Paul Malliavin 
Received February 1982 
DtiDIb A PROFESSEUR G. SUNOUCHI A L'OCCASION 
DE SON Toe ANNIVERSAIRE 
INTRODUCTION 
&ant donne une fonction strictement plurisousharmonique p de classe C”, 
la metrique klhlerienne associee ds* = 82~ permet de definir un laplacien A,,, 
et finalement un processus de diffusion Xp(t) i trajectoire continue associee a 
p. Dans ce travail, nous construisons un processus i trajectoire continue, 
associe a toute fonction plurisousharmonique bornle. La methode utilisee est 
celle des espaces de Dirichlet de Beurling-Deny-Fukushima. 
1. FORMES DE DIRICHLET ASSOCIBES A UN COURANT POSITIF 
Soit ~2 un domaine non necessairement borne de C”. On se donne w un 
courant positif de degre n - 1 dont les coefftcients ont de mesures de Radon 
dans a. 
Soit CT(Q) l’ensemble des fonctions reelles C” a support compact dans 
0. On definit alors une forme bilineaire 8: ; Cr(Q) x C:(Q) + IR par 
On a les inkgalith suivantes 
PROPOSITION 1. (9 CXb w> = ~2~4 9X 
(ii) S”,tv, v) > 0, 
(iii> [g%h ~41’ < C3(oI P) . C(v, w>, 
(iv) llrp + d,, < IIPII, + IIwII, OG Il~ll, est d@nipar ~!,(Rv,)“*. 
Preuve. On remarque pour (i) que du, A d’v A o = dw A d’rp A w. Une 
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LEMME 1. Soient f, g deux fonctions bornkes et soient u, v deux 
fonctions ci valeurs rdelles de classe C’. Alors on a une inkgalite’ de Schwarz: 
*fgduAd’v/\w f2duAdcuAw 
Preuve. Etant don&e une forme differentielle 19 de degre 1, 8 = J’J aidzi + 
C bjdFj on dtfinit g par8=C-fiidzi+CcljdZj.Alorsona~&i8A~A 
w > 0 car o est un courant positif. On se donne maintenant deux formes 
differentielles de degre 1, 8, et 19~. Alors l’inigalite 1 fl((e, + tt9,) A 
(8, + to2) A w > 0 pour tout t E IR nous donne par un calcul elementaire 
Et finalement il sufflt de poser 0, = f du et e2 = g dv car 
&l(e, A 8, + 8, A 8,) A w 
=fl(fduAg&+gdvAfd;)Aco 
= flfg(du A -J-i d’v + dv A -n dCu) A o 
= 2fg du A d’v A w. 
RPgularisation 
On designe par PSHB(0) l’ensemble des fonctions plurisousharmoniques 
bornees. 
On suppose qu’un element p E PSHB(Q) est deja s.c.s., c’est-a-dire que 
pour tout z E fl on a lims+,p([) =p(z). 
Notons ensuite par M+(Q) l’ensemble des mesures de Radon non 
negatives ur R. 
Fixons desormais une fonction x qui est non negative lisse a support 
compact dans la boule unite de C” telle que x(-z) =x(z) et ( x(z) dV(z) = 1 
avec la mesure canonique dV de G”. On definit xE par x,(z) = (~/E’~)x(z/E). 
On rtgularise o en we(z) = xE * w(z) = (l/~~~) j o(z -z’) x(z’/E) dV(z’), 
E > 0. Plus pricisement les coeffkients de o,, (w,),- sont definis par xE * wij 
oti o,-E M(0) satisfont a w A dzi A d.Fj = oo. 
Remarque 1. w, est defini sur le domaine Q,= {z E R: dist(z, &2) > a}. 
On suppose dkormais que le courant w satisfait a l’hypothese suivante: 
(H,) o est un courant fermt: do = 0. 
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C’est-i-dire que pour tout u, E C,(Q) et pour tout 19 la forme differentielle 
de degre 1 
I BAdpAw=- u,dtIAw. R 1 cl 
Et une consequence de l’hypothbe (H,) est que w, est un courant C” ferme. 
Notons par S 
PROPOSITION 2. Pour v, E C~(.Q), on a 
Preuve. D’apres la proposition 1 (iii) on a llpll, > SUP,,,~ 8:(~, 9) et 
pour I’inegalite inverse on pose q = rplll rp Ilw. Utilisons la regularisation pour 
la deuxieme egalitl. En effet ( dp A dcq A w = lim,10 j du, A d’q A w, = 
lime10 - I ~JI A ddcq A w, par le theoreme de Stokes, ce qui equivaut a -s rp A 
dd’q A w. 
Considerons maintenant une regularisation p, = x6 * p de p E PSHB(R). 
Alors on obtient 
LEMME 2. Pour tout cp E C~(L!), 
I (Ddd’p,Aw,-, pddcpAw f (lorsque .5 -+ 0). 
Preuve. s cy dd’p, A w, itant tgale i ( p, dd’y, A w, par le theorbme de 
Stokes, il suffh de montrer que l up&, x dp) converge vers 1 ap dp pour tout 
a E C&2) et fl E M(G). Comme 
1 a~,(z)ol~ * dfl) = 1 (ape)(z) [ j x,(z - z’) d&z’)] dV = (a~,) * xc dp 
il suffit de montrer que (ap,) * x,(z) + ap(z) pour p-presque tout z E a. Soit 
done 
L = (a~,) * x,(z) - a~@) = j Hz - z’) - a(z)/ P,@ - z’) xc@‘) dW) 
+ 4~) P,(Z - z’) xc@‘) dW) - P(Z) . 
t 
La premiere integrale tend vers zero car a est continue i support 
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compact et la seconde tend aussi vers ziro car p * 01, I x8) 1 p pour tout 
z E I2 d’aprls la semi-continuitC de p. D’oti la conclusion. 
Ce lemme permet de diifinir dd’p A o comme la limite faible de 
dd’p, A 0,. Alors on a par limite faible: 
PROPOSITION 3. (i) Pour cp E C?(Q) j q dd’p A w = s p dd’p A o. 
(ii) dd’p A w E M+(L?). 
2. IN~GALITB DE POINCA& 
DEFINITION D'UNE NORME HILBERTIENNE. Etant donnk pEPSHB, on 
pose si cp est borblienne bornCe i support compact 
Maintenant on peut inoncer une variante de I’inigaliti de Poincark 
THBOR~ME 1. Etant don& p E PSHB, alors on a 
lIdI; G 8 IIPII, Il~llt, 
quelque soil rp E Cr. 
Preuve. D’aprks ce qui prt&de on peut supposer quep soit lisse et que o 
soit d coefficients lisses. On introduit une autre norme ((I [I( par (JI~1112 = 
1 (p2 dp A dCp A o. Alors par le thkorkme de Stokes 
=- I 2p du, A p d’p A o - . p=p dd’p A w, J 
ce qui se majore d’aprb le lemme 1 par 
2 IlIP III (j 
l/2 
p2 dp A d’rp A w + II Pllm J’ (02 dd’p A w 
< 2 IllPIll llPllcc lIv1LJ + IIPII, lIdI;* 
De m2me 
(1) 
Ml; = [ p24dcp A Wb -21 v1 drp A dCP A W G 2 lbll, Illrplll (2) 
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ce qui nous donne avec (1) 
111~1112 (2 lll~lll Pll00 IIPIIW + 2 IIPII, II~II, IllPIll* 
D’ou 
lll~l/l G 4 IlPllm lIdI,* (3) 
Et finalement d’apris (2) et (3) 
Ik#J G 8 IlPllm IIdIL* 
3. ESPACE COMPL~TB 
Etant don&e une mesure m sur R on note la mesure dd’p A o par m. 
Supposons que (H,) pour tout K compact cJ2, il existe une constante cK > 0 
telle que m - ckddC [~z~~~ A w soit une mesure positive (la constante c, 
dependant de K). 
EXEMPLE 1. Si p est strictement plurisousharmonique sur R, (H,) est 
satisfaite. 
EXEMPLE 2. Soit LI={p<O}cC3 avec p(z)=~~,~*+~z,e’~~~--l et
soit o = (ddcq)“2 avec q(z) = (z, I4 + (z2 - z:I’. Alors puisque ddCp A o = 
4 1Z,12 ~~2’~2(~Z2~2 + 4 1Z31’) et ddc J(z)(2 A W =4((z,12 + 1z312 + 4 Iz2z~12) 
I’hypothese (H,) n’est pas remplie sur le domaine 0, mais elle Pest sur le 
domaine 0’ = R n {z, # 0). 
Soit p E PSHB satisfaisant (H,), considlrons I’espace %Fw,, defini par la 
DEFINITION 1. u appartient a Yw,p si et seulement s’il existe une suite 
(vk} de C?(Q) teile que 11~~ - prllw -+ 0 et JJpk - ~(1, -+ 0 lorsque k, I+ 03. 
Etant don& u E L2(m) on definit une extension de (I (lo par 
Ilull’= $! J u A ddcq A w ,< +a. 
Le lemme suivant jouera un role important. 
LEMME 3. Soit u E SFw,O et soit {(Do} une suite qui d&nisse u duns %Fw,, .
Alors )IP~--ull’--+O (k-+ 00). 
Preuve. On se donne E positif. Alors d’apres la proposition 3 il existe un 
nombre N assez grand tel we pour tout k, I > N, 
SUP,,~ IS (ok - 9,) A ddcq A wJ < E. Fixons v E S. Alors par la definition 
ESPACES DE DIRICHLET ET ANALYSE COMPLEXE 401 
cp, --t u dans L*(m) ce qui entraine d’aprks (H,) que p, converge vers u dans 
L2(ddc 11.~1)~ A co), d one dans L ’ (dd’ 1) z(1’ A w) en tenant compte du fait que 
17 a un support compact. On a finalement 
Done SUP,,~~ I( (yk - U) dd’q A WI < E, k > N, d’oti la conclusion. 
DEFINITION 2. Etant don& u et u E Fw,P, on dlfinit 8, par 
g&4 v> = p+ eirp,~ w,> 
/+a, 
avec {pPk} et (y,} &ant des suites dkfinissant respectivement u et U. 
PROPOSITION 4. Zw est bien d&nie. 
Preuve. Soient {cpi] et ( IJI;} deux telles autres suites. Alors 
ex(PkY w,> - ~o,(cp;~ w;> = m, + Wlllf, - II% - wrllz.J 
- a<llcP; + w; IIL - II& - w; II;>. 
Or puiwe II II’ = II IL P our CF on a par l’inttgalitt triangulaire 
Ilk% f w,Il,- IId f w;IIwl 
G ll(% + VJ - (vi + w;IIw 
< llh f u/J - (u f VIII’ + IIW f VI;> - (u f VII 
~llV)k-~ll’+l/W,-~ll’+l/V1~--ll’+/l~I;--ll’ 
-+O (k, Z+ a~). 
DEFINITION 3. On d&nit jlullw pour u E flu par gw(u, u)“~. Alors la 
proposition suivante montre que 11 I(’ est bien une extension de I/ IIW. 
PROPOSITION 5. I(uII, = IJuI(’ pour tout u EFU,p. (En particulier 
II 41’ < +a.> 
Preuve. (Ilull, - IIull’[ = IIWIvkII, - IIUII’I = l~imIIrpkII’ - lIuII’( < - lim 11~~ - u/I’ = 0. 
On a ainsi construit l’espace (St,, 8,) dont la premikre proprikit est 
donnke par le 
TH~OR~ME 2. (;T,,,) est un espace de Hilbert pour la norme 1) jlW. 
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Preuve. (Fw, 8’U)etant un espace norme, il sulfit de montrer que Fw est 
complet par rapport a 11 [lo. Soit done {uk} cYw une suite de Cauchy 
lI%c-~~lI,+o (kl -i co). 11 existe alors {pk} c Cr telle que I( uk - o)kl(w + 0 
(k -+ co) par la definition, ce qui signifie que {ok) est une suite de Cauchy 
dans (;“, , &J. Or d’apres le thioreme 1, {qk} est aussi une suite de Cauchy 
pour la norme 1) (IP, d’oti il existe u E L*(m) telle que qk -t u dans L*(m). 
Ceci montre par definition que u E Tw,P et que 11 uk - uI/, < IIuk - rp,jl, + 
II%-ulI,+O (k -+ co) a l’aide du lemme 3. 
Avant d’enoncer les autres proprietes de (Yw, gw) on tire une consequence 
du theortme 2. 
COROLLAIRE 1. Avec les notations pr&Pdentes, pour f E L*(m) don&e, 
il existe ur E FU+p telle que 
(i) (dd’u,Aw=Jf dm, 
6) Ib,llb < 8 IIPIICO Ilfll;7 
oti (i) est valable au sens faible, 
Iu/dd’y,Ao=JfYdm. 
Preuve. Soit L,: L-*(m) + R la 
c’est-&dire pour tout cp E C?(a) on a 
fonctionnelle lineaire bornee sur L*(m) 
dlfinie par LXg) = -J fg dm. Alors L, &ant aussi born&e pour II IIw d’apres 
le theoreme 1 le theoreme de Riesz nous donne un Clement unique de FU, uf 
tel que &Jv, z.+) = L,(v) pour tout v E Fw, d’oti (i). (ii) en decoule 
immediatement car 
4. CAPACITY ASSOCI~E A Yw,, 
DEFINITION 4. Etant dorme un ensemble borelien E relativement 
compact dans 0, la capacite de E est definie par [3,4] 
C,(E)= k; ll~llo oc V={uEjTwnC,u<--1surE). 
Alors on a 
PROPOSITION 6. La valeur C,(E) est prise par un Plkment unique uE de 
E* 
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Preuve. Soit {uk} une suite minimisante telle que uk E V et 1) ukllw tend 
vers C,(E) de man&e dtcroissante. Alors 
par la definition de uk car 
uk + u/ 
-G-l,, 2 
d’ou {uk} est une suite de Cauchy dans Fw,P. On pose entin u, = lim uk. 
PROPOSITION 7. On a 
m(E) < 8 llPll00 C&J(E). 
Preuve. D’apris le theorime 1 m(E) < infusv l u2 dm < infuE, 8 llpll, 
II u II; = 8 II PII, C,(E). 
DI~FINITION DU LAPLACIEN G~N~RALISI?. On definit A, par 
A,u dm = dd’u A w 
oti dd’u a ite defini au sens faible comme lim,,, dd’yl, A UJ avec la suite ok 
qui dttinit U. 
Remarque 2. Si u E CF, alors 
I’hypothese (Hz) entrainant que C,,r E Loo. 
PROPOSITION 8. Soit KC Q un compact. Alors uK est A,-harmonique 
sur KC. 
Preuve. Soit cp E CF(Q n KC). Comme u, + clp E FI,, E E R et u, est 
un element minimal, ~~~~~~2, < )IuK+ eqllt, = lluxIl~ + 2~&7~(u~,o) + e2 IIoIIL. 
Done 
d’od la conclusion. 
On examine la rigularite des fonctions de Tw,P h l’aide de la capacite. 
%0/46/3-IO 
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PROPOSITION 9. Pour u EFw donntfe, il existe une version pr&ise de u, 
soit u* E ;T, telle que u = u* m-presque partout et que u* soit continue en 
dehors d’un ensemble de capacitt! nulle. 
Preuve. Soit {ok} c CF une suite de Cauchy de ST, qui detinit u. En 
soustrayant eventuellement une sous-suite on peut supposer que 
119 k+l - qkj]w < 2-k, k = I,2 ,.... On dtfinit 
Alors pk converge uniformement vers u* sur l’ensemble 
.ni= i? I’PI+l-V’rl <jk I=j I I 
pour toutjE N. Or 
uj=- c 1* I%+1 - rp,l < - 1 sur .Ca; par la definition de S2j, 
l=j 
uj &ant un Clement de flu, on a 
ufq+/II, < 2 w%+~ -ad= f $0 (j- 00) 
l=j I=j 
d’ou la conclusion. 
5. COMPARAISON AVEC LA CAPACITY DE BEDFORWTAYLOR 
Soient R un domaine strictement pseudoconvexe t K un compact de R. 
On se propose maintenant de comparer la capacite C(K, Q) de [l] et notre 
capacite. Rappelons brievement que 
C(K, L!) = j (dd’u,*)“” 
R 
ou u$ est la fonction plurisousharmonique xtremale definie par 
U,*(Z) = k-r+ sup{ p(&p E PSH(Q),p < -1 sur K, p < 0 dans 0). 
Posons w = (ddCuz)““- ‘. Alors on a le 
THI~OR~ME 3. C(K, f2) = C,(K). 
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Preuve. Ceci est une consequence immediate des trois lemmes suivants. 
Onposeu=u,*. u, et Q, seront d&finis comme avant, c’est-a-dire que 
vc=xc* v et a,={zEL!;dist(z,XJ)>s} pour tout E, 6 > 0. 
Notons par D(E, S) et D(B) les domaines (z E 0: u,(z) < -S} et (z E R: 
v(z) < -S}. 
LEMME 4. 
Inf 
--I#(>UEC~ 
g&L, u) < (1 - S)-’ 8JU, u). 
SUPPUCO(d) 
Preuve. Soit 
&)=(I -6)~‘(t+d) t < -6 
=o -S<t<O. 
En regularisant < par xE (& = xE * r) on voit facilement que Ieel < 
(1 - 6))‘. Posons u, = &(u,). Alors 
i?JUE, 24,) = j (fg’ du, A dCUE A 0 
R 
< (1 - S)’ I,,, s) dv, * dcue * w 
< (1 - S) - * I,,,, du, A d%, A w. 
-T-- D’ou hm &LO ~Ju,, 4 < (1 - 4-’ ~Ju, v). 
LEMME 5. c!YJv, u) < In (dd?.$‘” = C(K, Q). 
Preuue. 11 suffit de demontrer l’inegalite 
pour tout 6 > 0. 
I dv A d’v A w < 0s I n (dd’v)“” 
On choisit une suite {.sk} telle que ek 1 0. Alors on sait que dvck A dCvek A
(dd%,J” ” - ’ convergent vers dv A d’v A w pour la topologie faible [ 11. Par 
consequent on a d’abord 
I dv A d’v A w < !@ 0s I k-m ns dv, A dCv4 A (dd’u,J’“-‘. 
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Ensuite comme U(Z) --t 0 (z + 3.0) il existe 6, > 0 et k, un entier positif tels 
que pour tout k > k,, D(E~, 6,) 3 R,, ce qui nous donne: 
Or d’apres le theoreme de Sard, il existe S, telle que 0 < 6, < 6, et que 
D(E~, 6,) a le bord lisse pour tout k > k,. Par suite en appliquant le 
theoreme de Stokes a D, = D(E~, 6,) et en posant pk = vEk + 6,) 
i 
d& A dC& A (dd%J”“- 
Dk 
= I’ & dC& A (ddCv,JA”- ’ - j & dd’P, A (ddCv,JAn- ’ . c9Dk Dk 
=-- I Pk@-vJ’n~ Dk 
Comme Pk > -1 + 6, ceci est major+ par 
(1 - 6,) jD, WcvJ” < j (ddcv$“. 
D(6,) 
Done on en deduit que 
I dv A dCv A w < lim Qa k -a o. jDca2) (ddcv,JAn <I, (ddcv)A”* 
LEMME 6. CK Q) < Inf- l,>uecp ~&4 u>. 
Preuve. On a d’autre part ~Ju, v) = (n -u(ddcv)A” > SK (dd’v)“” = 
C(K, Q) par le theoreme de Stokes. De plus l’inegalite de Schwarz nous 
donne 
~A4 v> < ~&?(u, uy* 8,(v, vy* < cFw(u, zp*C(K, Q)? 
D’oti l’inegalite cherchee. 
6. LES AUTRES PROPRIhTlh DE L’ESPACE (x,, 8,) 
On montre que (FU, 8J est bien l’espace de Dirichlet regulier au sens de 
[31* 
ESPACES DE DIRICHLET ETANALYSE COMPLEXE 407 
PROPOSITION 10. (flu, gU) posstde la proprie’te’ de Markov c’est-a-dire 
que pour E > 0 donne, il existe q,(t) une fonction lisse telle qu’elle satisfasse a 
(i) p,(t) = t, t E [O, 1 I, --E < ve < 1 + 6 
(ii) 0 < fp,(t’) - q,(t) < t’ - t, 
(iii) u E T, entrafne que q,(u) E ST, et 11 p,(u)/I, < 11 u IIw. 
Preuve. p,(qj) converge vers q,(u) lorsque ‘pj E CF(f2) converge vers u et 
dq,(v) A dcp,,(v) = (cp:)’ dw A d’w < dy/ A dCv, d’ou (iii). 
Remarque 3. On a Cgalement les deux inegalites suivantes: 
(i)~luVv(l,~IlulI,+II~II, et (ii)lluA lllw<llullw oc ~Av==ax(u,v) et 
u A 1 =min(u, 1). 
Deux proprietes suivantes sont aussi dtduites immediatement de la 
definition de (&, ZJ. 
PROPOSITION 11. (XU, 8J a la propriete’ locale, c’est-a-dire que si deux 
elements u et v de .Fw ont des supports compacts disjoints, alors ZJu, v) = 0. 
PROPOSITION 12. C’(Q) ~3;~~ oti &,, designe l’ensemble des fonctions 
24 telles que uy E .FU pour tout y E CF(f2). 
PROPOSITION 13. <;“, n C,(n) est dense dans les espaces norm& C&2) 
et ,F,. 
Preuve. D’abord C:(0) est dense dans C,,(Q) relatif a la norme 
uniforme. 
Ensuite C?(0) est dense dans <Fw d’apres la definition de LTw. D’ou la 
conclusion. 
Lorsque les quatre proprietes precedentes sont satisfaites, Fukushima a 
appele ,S, l’espace de Dirichlet regulier. On peut ainsi Cnoncer: 
THBOR~ME 4. Sous les conditions (H,) et (H,), (Yw, 8,) est un espace 
de Dirichlet regulier sur L’(J2, m). 
THBOR~ME 5. Sous toutes 1s hypotheses precedentes on a l’existence du 
processus de diffusion d trajectoire continue dans f2 qui correspond a 
c;“, 3 8,). 
Preuve. Voir [3] pour la construction de la diffusion a partir du 
thtorime 4. 
Une propriete de la dtflusion 
Enoncons une propriete qui se decoule de la meme facon que [3]. 
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TH~OR~ME 6. Soit u E PSHB(f2) et soit 5 un temps d’arr&. Alors on a 
la decomposition suivante: 
u(X 7 ) - u(X,) = MI”1 + N[Ul T T 7 
oti MCU1 est la partie de martingale locale et Np’ est une fonctionnelle 
additive a variation bornee localement. 
De plus ii existe une suite decroissante Ed > 0 qui tend vers 0 telle que 
oti pk est d&ie par (Pi dm = ddcuCk A o. 
Preuve. [3], Chapitre V, page 149. 
COROLLAIRE 2. Soit f une fonction holomorphe dejkie dans a. Alors 
f (X,) est une martingale locale. 
Preuve. D’apres le theortme Ntfl = 0. 
Nous avons I’exemple simple suivant: 
EXEMPLE 3. Soient a,, a2 ,..., a,-, des points du domaine ferme fi c C”, 
et soit p(z) = ]].z]]‘. On definit le courant par w = A;:,’ dd’ log llz - ajl12. 
Alors on a l’espace de Dirichlet (FJ, gw) et le laplacien generalid don& par 
d,u dd’ l]z]]’ A o = dd’u A w est un opirateur elliptique qui n’est pas en 
general strictement elliptique. 
7. LIEN AVEC L'I~QUATION DE MONGE-AMPERE 
Soit Q un domaine strictement pseudoconvexe dans C”. On se donne f 
et Q telles que f soit continue positive dans Q et cp soit continue sur le bord 
XJ et on considere le problime de Monge-Ampere soit 
(dd’p)“” = f “dV dans R 
P=rp sur le bord %2. 
Supposons que ceci ait une solution p qui est plurisousharmonique 
continue born&e. Dtfinissons la diffusion XT associee i w = (dd’p)““- ’ et 
m = f”-’ dV. Alors on a le 
TH~OR~ME 7. p(z) = E,[-j; f (Xf) dt + rp(Xf)] oti z est le temps de 
sortie de Q. 
ESPACES DE DIRICHLET ET ANALYSE COMPLEXE 409 
Preuue. On applique le thboreme de la decomposition ap(Xy). 
1 ere &ape. 
D’abord on considke le probleme dans le domaine Q,. On note par r8 le 
temps de sortie de 0,. 
En appliquant le theoreme 6 Sp,(Xy), on a 
&fn-’ dV= dd’p, A (dd’p)““-‘. 
2ime itape. 
Introduisons ensuite G, la fonction de Green definie par la diffusion Xp 
dans 0,. 
Alors on obtient 
P,(z) = - ja, S,(C) G& C) dV(5) + E,[ P~(X,JI 
ou encore pour toute iy E C~(Q,) non negative 
+- J fib E,IP&)I w(z) dV. 
3eme &ape. 
On obtient par passage a la limite 
grace a la proposition suivante. 
PROPOSITION 14. Etant donnd rl > 0, il existe deux constantes positives 
6, et Co telles que pour toutes 6, et E, ve’rij?ant 6 < 6, < 6, et 0 < e, < co, ran 
ait 
O<’ . 
J 0 
G,vdV 
E Q6 1 
g,, dV< v 
ori E = Q,\Q,,. 
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Preuve. Tout d’abord on voit que Jn, G,(z, 5) v(z) dV(z) est une 
fonction non nkgative born&e. 
Ensuite g, dV converge vers fdV pour la topologie faible dans Q, car 
dd’p, A (dd’p)““- ’ converge vers (dd’p)*” = f n dV. 
Et finalement on remarque que p est une fonction plurisousharmonique 
bornte dans s2. 
4ime &ape. 
On fait enfin 6 tendre vers 0. Alors on arrive 1 l’lgalitk cherchke 
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